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E indispensavel, no ensino em sala de aula de conceitos matematicos, o
desenvolvimento de formas eficientes de sondar o que os alunos ja conhecem, de
acompanhar o conhecimento que estdo adquirindo e de analisar o entendimento que
poderdo vir a possuir auxiliados por processos de intervengdo bem planejados pelo
professor. Sem mecanismos adequados de avaliagdo, acompanhamento e planejamento,
o professor fica limitado na sua a¢do de mediador da aprendizagem de seus alunos. O
professor que ndo sabe o que seus alunos conhecem, que ndo acompanha a constru¢ao
de conhecimento dos mesmos ¢ ndo tem clareza dos aspectos dos conceitos sobre os
quais ele deseja intervir, ndo podera objetiva e intencionalmente auxiliar seus alunos em
seus desenvolvimentos conceituais.

Qualquer instrumento de sondagem de conhecimentos limita-se a avaliar certos
aspectos de conceitos e € preciso ter clareza sobre o que se estd avaliando. Com o uso de
formas diferentes de se avaliar o desenvolvimento de um conceito, até mesmo
resultados divergentes podem ser obtidos. Por meio do uso de um instrumento pode-se
evidenciar que os alunos possuem um bom conhecimento de um conceito e por uso de
outro instrumento pode-se concluir que os mesmos alunos pouco ou nada conhecem
sobre o conceito.

Ao se analisar a compreensdo do conceito de nimero inteiro relativo, por um
lado pode-se observar que alguns estudos (Davidson, 1987; Davis, 1990) mostraram que
criangas bem pequenas — a partir dos quatro anos de idade — sdo capazes de resolver
problemas aditivos que envolvem niimeros relativos. Por outro lado, diversos estudos
(Gallardo e Rojano, 1992; Kiichemann, 1981, dentre varios outros) mostraram que
nimeros relativos sdo de dificil compreensdo e que estudantes de 13, 14 e 15 anos ainda
apresentam muitas dificuldades em resolver problemas aditivos se estes envolvem
nimeros relativos.

A pesquisa aqui relatada buscou um embasamento tedrico-metodologico que
possibilitasse sondar e intervir em diferentes aspectos do conhecimento de conceitos,
em particular o de numero inteiro relativo. Partiu-se do pressuposto que a forma como
se ¢ levado a pensar em um conceito pode influenciar de tal modo o raciocinio, que o
aluno seja ou ndo capaz de resolver problemas que envolvam tal conceito. Sendo assim,
o trabalho aqui relatado se propds a testar este pressuposto ao manipular varidveis que
influenciam o desenvolvimento da compreensdo de conceitos. O resultado desta
manipula¢do poderia vir a explicar os resultados aparentemente contraditorios obtidos
nos estudos anteriores sobre a compreensao do conceito de numero inteiro relativo.

Uma teoria e um método que analisam o desenvolvimento conceitual

Vergnaud (1982) propds, em sua Teoria dos Campos Conceituais, que o
desenvolvimento de conceitos ¢ influenciado por trés dimensdes: as situagdes que dao
significado aos conceitos, as propriedades invariantes dos conceitos e as representacdes
utilizadas na simbolizagdo do conceito. Dessa forma, ao se avaliar a compreensao de um
conceito deve-se observar quais significados do mesmo e quais propriedades estdo



sendo sondados e sob quais formas de representagdao simbolica estao sendo formuladas
as questdes de sondagem e quais serdo utilizadas pelos alunos em suas resolugdes dos
problemas propostos.

Virios estudos em educacdo matematica t€m observado o efeito das dimensdes
sugeridas por Vergnaud (1982) na compreensdao de conceitos. Estudos anteriores
isoladamente examinaram o efeito de significados dados aos conceitos (Carpenter,
Hiebert e Moser, 1981; Nunes e Bryant, 1997; dentre outros), o efeito de invariantes
conceituais (Riley, Greeno e Heller, 1983; Marthe, 1979; dentre outros) e o efeito de
representacoes simbolicas (Piaget, 1977; Nunes 1992; dentre outros) na resolugcao de
problemas.

Os estudos que investigaram o efeito de significados observaram que o
desempenho pode ser diferente na resolu¢do de problemas que requerem a mesma
operacdo aritmética mas que envolvem diferentes significados dados aos niimeros e as
operagdes. Se, por exemplo, para a solugdo de um problema pode-se utilizar a operagdo
aritmética 25 — 13, o desempenho dos alunos pode variar se os significados envolvidos
no problema forem diferentes. Assim, 25 — 13 pode corretamente solucionar o problema
“Quantas balas Luisa possui se ela ganhou 25 de sua mae mas deu 13 a suas colegas de
classe?”, bem como pode ser a solugdo de “Quantas balas Luisa possuia antes se apos
ganhar 13 ela ficou com 25?”. A mesma operacao aritmética resolve as duas situagoes,
porém os significados envolvidos sdo bem diferentes. Na primeira situagdo, com um
maior percentual de sucesso de resolugdo, o valor desconhecido ¢ o resultado de um
decréscimo de um valor inicial dado. Na segunda situacdo deseja-se determinar o valor
inicial sobre o qual uma conhecida transformacdo ocorreu, resultando num valor final
também conhecido. Estudos, como Borba e Santos (1996), tém observado que os
desempenhos de alunos sdo afetados por significados diferentes, com um maior sucesso
em problemas com certos significados do que em problemas nos quais a mesma
operacao aritmética assume outros significados.

Os resultados de estudos sobre o efeito de invariantes no raciocinio de conceitos
mostraram que propriedades variam em niveis de entendimento, pois o numero de
operacdes mentais que ¢ requerido para a compreensdo varia de propriedade a
propriedade. A resoluc¢ao de problemas nos quais pode-se diretamente agir nos nimeros
dados, por exemplo, “Quantas balas Luisa possui se ela ganhou 25 de sua mae mas deu
19 a suas colegas de classe?”, exige um numero menor de operagdes mentais do que
problemas que exigem inversdes, como, “Quantas balas Luisa possuia antes se apos dar
13 ela ficou com 12?”. A segunda situagdo, embora envolva uma mais simples operagdo
aritmética, 13 + 12, ou seja, uma adi¢do sem reserva, pode envolver mais operagdes
mentais que a segunda situagdo que envolve uma operagdo aritmética mais complexa,
25 — 19, que exige a decomposi¢cdo de numeros. Na segunda situacdo torna-se
necessaria alguma a¢ao a mais — como a inversao — do que a a¢ao direta necessaria para
resolver a primeira situacao.

Outros estudos tém evidenciado o efeito de sistemas simbdlicos no raciocinio.
Se, por exemplo, formos solicitados a determinar 67 — 19 oralmente ou por escrito, a
forma de representagdo simbolica utilizada na solugdo pode levar a diferentes
organizagdes de raciocinio. Por escrito utilizaremos métodos — como a decomposi¢dao ou
a compensacao — para lidar com a necessidade de subtrairmos nove unidades de sete
unidades. J& oralmente, uma forma diferente de organizag¢do pode ser utilizada. Pode-se
no caso de uma solug¢do oral subtrair 20 de 67, obtendo 47 e acrescentar um, ja que
subtraimos uma unidade a mais que o necessario. Tanto por escrito como oralmente
obteria-se 48 como resposta mas as organizagdes da solugdo variariam de acordo com a
forma de representagdo simbolica utilizada.



A proposta da pesquisa aqui relatada foi utilizar-se da teoria de Vergnaud (1982)
e por meio de uma triangulagdo observar se esta teoria poderia servir de base para
explicar os resultados aparentemente contraditorios anteriormente obtidos quanto ao
desenvolvimento do conceito de nimero inteiro relativo. A triangulacdo consistiu de:
1) uma andlise da literatura anterior, a luz da proposta de Vergnaud (1982),
2) estudos experimentais que sondaram os efeitos isolados e de interagdo de
significados, invariantes e representacdes na compreensao do conceito de inteiro e
3) estudos de intervencdo que objetivavam a superagdo de dificuldades detectadas nos
estudos de sondagem.

Objetivava-se, assim, responder as seguintes questoes de pesquisa:

Como os diferentes significados dados aos numeros relativos, as propriedades
invariantes deste campo numérico e as representagdes utilizadas na simbolizacdo de
numeros relativos e de operagdes com estes nimeros influenciam a compreensao desse
conceito antes de sua introdugdo formal na escola?

Quais significados dados aos nimeros relativos sdo de mais facil compreensao
antes do ensino formal?

Criangas de sete e oito anos sdo capazes de gerar espontaneamente ou de
aprender a gerar representacdes explicitas de numeros relativos?

Antes do ensino formal é possivel compreender-se relacdes diretas e inversas
com numeros relativos?

Analisando estudos anteriores sobre o desenvolvimento da compreensiao de
nimeros inteiros relativos

A partir da andlise de estudos anteriores (tais como Davidson, 1987, Davis,
1990, Bell 1980 e¢ Thompson 1993), observou-se que em algumas pesquisas o0s
participantes haviam demonstrado uma boa compreensio do conceito de nimero inteiro
relativo enquanto que em outras as dificuldades evidenciadas pelos participantes foram
muito grandes. Um olhar cuidadoso mostrou que os significados dados aos inteiros
relativos nos estudos variava. Naqueles estudos nos quais os inteiros relativos eram
medidas' os participantes foram, em geral, bem sucedidos em suas resoluc¢des de
problemas que envolviam este conceito. Quando o significado envolvido era o de
relagdo®, os desempenhos dos participantes eram muito baixos.

Nos estudos de Davidson (1987) e Davis (1990) criangas bem novas em
contextos de jogos evidenciaram um bom conhecimento de nimeros inteiros relativos.
Nestes estudos o significado dado ao inteiro relativo era o de medidas. Ja nos estudos de
Bell (1980) e Thompson (1993) embora ndo se objetivasse comparar a compreensdo dos
participantes dos diferentes significados que o inteiro relativo pode possuir, o formato
das pesquisas permitiu observar que se o significado de medida era envolvido os
participantes tiveram melhor desempenho do que se o significado de relagdo era
envolvido.

Embora a andlise destes estudos permitisse inferir que o significado de inteiro
relativo enquanto medida ¢ de mais facil compreensdo que o significado de relagdo, era
preciso ainda realizar estudos que intencionalmente variassem os significados dados aos

! Alguns exemplos de situagdes nas quais o inteiro relativo é uma medida: temperaturas de objetos ou de
cidades acima e abaixo de zero, valores monetarios que se possui ou que se deve, altitudes acima e abaixo
do nivel do mar etc.

? Para 0os mesmos contextos nos quais os nimeros inteiros podem ser medidas, pode-se ter como
exemplos de relagdes: quantos graus a mais ou a menos um objeto ou cidade tem em relagdo a outro
objeto ou cidade, quanto dinheiro se tem a mais ou a menos que outra pessoa, quantos metros a mais ou
menos uma localizacdo esta situada em relagdo a outra etc.



inteiros relativos e que controlassem outras varidveis que pudessem interferir no
desempenho dos participantes. Este foi, portanto, um dos objetivos dos estudos que
serdo relatados a seguir.

Quanto as propriedades invariantes, estudos anteriores pareciam evidenciar que
a compreensao de problemas aditivos ¢ fortemente afetada se nimeros inteiros relativos
estdo envolvidos. Num dos estudos anteriores analisados, Marthe (1979), observou-se
que em problemas que resultavam em numeros positivos, que poderiam ser tratados
como numeros naturais, estudantes se saiam melhor que em problemas que resultavam
em numeros negativos, que claramente indicavam a necessidade de lidar com niimeros
inteiros relativos. Em se tratando de problemas inversos (com valores iniciais
desconhecidos) as dificuldades eram ainda maiores quando inteiros relativos eram
envolvidos. Outro objetivo do estudo aqui relatado era o de observar as dificuldades que
se tem em lidar com as propriedades envolvidas em problemas inversos com inteiros
relativos.

No que diz respeito a influéncia de representagdes simbolicas no raciocinio de
problemas com inteiros relativos, estudos anteriores também evidenciaram uma forte
relacdo entre o desempenho e o sistema de sinais utilizados. Nunes (1992) realizou dois
estudos que objetivavam observar se os diferentes significados dados ao sinal ‘-’ eram
igualmente entendidos e se esta duplicidade de significados — o de operagdo aritmética e
de sinal de nimero — ndo seriam as maiores dificuldades em se compreender nimeros
negativos. Nunes comparou o desempenho dos participantes ao resolverem os
problemas oralmente e ao utilizarem representacdes escritas convencionais € concluiu
que o uso do sinal ‘-’ para representar tanto a subtragdo quanto o numero negativo
dificultava a resolu¢do de problemas. O estudo aqui relatado buscou ampliar este
resultado observando se alunos que ainda ndo conheciam formas convencionais de se
representar niumeros relativos também teriam seus desempenhos afetados pela forma de
representacdo utilizada para resolver problemas com inteiros. Objetivava-se testar a
hipdtese que as dificuldades representacionais dizem respeito ao uso de representagdes
explicitas dos nimeros relativos e das operacdes com estes niimeros.

A analise cuidadosa dos estudos anteriormente realizados que envolviam a
compreensdo do nimero inteiro relativo parecia, assim, indicar que os desempenhos de
alunos em problemas com inteiros relativos sdo fortemente afetados pelos significados
dados aos nimeros e operagdes, pelas propriedades sobre as quais se raciocina e pelas
representacdoes simbolicas utilizadas. Estas tendéncias, porém, precisavam ser
confirmadas por meio de estudos que variassem estes fatores, mantendo os demais
constantes. Seria observado se, de fato, compreender o numero relativo enquanto
medida é mais facil que compreendé-lo enquanto relagdo, porquanto este segundo
significado exige uma aceitacdo mais generalizdvel de relagdes entre numeros.
Verificaria-se também se problemas inversos com inteiros relativos sdo de algum modo
compreendidos por alunos bem antes da introdugdo formal a este conceito e se estas sdo
capazes de gerar formas de diferenciar nimeros positivos de negativos e de distinguir os
sinais de nimeros e de operacdes aritméticas.

Dois estudos experimentais que sondaram a compreensao do inteiro relativo antes
da introducio formal ao conceito

Participantes

Participaram dos dois estudos de sondagem 120 alunos de sete e oito anos de
idade, que foram individualmente entrevistadas. Todos os alunos estavam freqiientando
uma de duas escolas de ensino fundamental em Londres, local onde a pesquisa foi



realizada. Os niveis sécio-econdomicos dos alunos variavam de modo que se pode
verificar se os mesmos efeitos eram observados em diferentes grupos. Os alunos nao
possuiam nenhum conhecimento formal de inteiros relativos e s6 estudariam este
conceito na escola cerca de quatro anos depois.

Desenhos metodologicos

Estudo 1

Os 60 alunos participantes do primeiro estudo foram randomicamente
distribuidas em quatro grupos experimentais, conforme se pode observar na Tabela 1.
Metade dos alunos resolveu problemas que resultavam em medidas e metade resolveu
problemas que resultavam em relagcdes. Metade dos alunos resolveu os problemas
oralmente e metade explicitamente representava os numeros envolvidos e depois
resolvia os problemas. A forma de representagdo explicita era escolhida pelo
participante dentre os materiais colocados a sua disposicdo: bolas de gude, palitos,
fichas coloridas, papel e lapis, canetas coloridas e réguas.

Tabela 1. Os grupos experimentais do primeiro estudo.

Forma de representacio

Significado dado aos Implicita Explicita
numeros (Oral) (Por escrito ou
uso de material
manipulativo)
Medida G1 G2
Relacao G3 G4

Os alunos que resolveram problemas que resultavam em medidas responderam
12 questdes sobre um jogo de “Pinball” (Figura 1). Seis destes problemas eram diretos
(valor final desconhecido) e seis eram inversos (valor inicial desconhecido).

Figura 1. O Pinball.

Os alunos que resolveram problemas que resultavam em relagdes responderam
12 questdes sobre um jogo de bolas de gude que eram colocadas ou retiradas de uma
lata (Figura 2). Do mesmo modo que nos problemas sobre medidas, metade dos
problemas de relacao eram diretos e metade eram inversos.



As questdes eram numericamente equivalentes nos dois significados, de modo a
controlar quaisquer dificuldades que os participantes poderiam ter em resolver as
operagdes aritméticas envolvidas. Cada um dos 12 problemas envolvia trés
transformagdes (nimero de pontos ganhos/perdidos ou numeros de bolas
colocadas/retiradas da lata). Os problemas foram colocados em ordem de acréscimo de
numeros negativos envolvidos nos problemas.

Figura 2. Jogo de bolas na lata.

Nos problemas diretos sobre medidas perguntava-se qual o escore final (positivo
ou negativo) de um jogador ap6s ganhar ou perder pontos no “Pinball”. Nos problemas
diretos sobre relacdes perguntava-se se o jogador tinha mais (relagdo positiva) ou menos
(relag@o negativa) bolas de gude no final do jogo, comparando-se com a quantidade de
bolas contidas na lata no inicio de jogo. Nos problemas inversos a segunda e a terceira
transformagdo e o valor final (medida ou relacdo) eram dados e perguntava-se quantos
pontos (medida positiva ou negativa) o jogador havia marcado na sua primeira jogada.

Estudo 2

O desenho metodolégico adotado no segundo estudo era muito semelhante ao do
primeiro estudo. Os 60 participantes do segundo estudo foram distribuidos nos mesmos
quatro grupos experimentais. A diferenca neste segundo estudo foi a de que todas as
perguntas foram feitas no contexto do jogo de “Pinball”. O uso de um s6 contexto tinha
como objetivo verificar se o efeito de significados se manteria se os participantes
tivessem que responder perguntas sobre o mesmo jogo mas havendo variagdo no
significado dado a resposta obtida. Desta forma buscava-se controlar o efeito
diferenciado que cada jogo poderia ter no desempenho dos participantes.

Resultados dos estudos de sondagem

A Tabela 2 e Tabela 3 mostram, respectivamente, as médias de acertos dos
participantes dos quatro grupos experimentais no Estudo 1 e no Estudo 2. Observa-se as
mesmas tendéncias nos dois estudos que foram realizados em escolas diferentes e com
alunos de meios sécio-econdmicos variados. Uma outra observagao de destaque ¢ a de
que alunos bem antes de serem ensinadas sobre o numero inteiro relativo ja possuem um
certo conhecimento a respeito deste conceito, o que se verifica principalmente nos
problemas diretos, sobre o relativo enquanto medida e resolvidos por meio de
representacoes implicitas.

Nos dois estudos de sondagem, tanto o que utilizou dois contextos — um jogo
diferente para cada significado dado aos niimeros relativos — quanto o que utilizou um
unico contexto — o mesmo jogo com os dois significados diferentes — diferencas
significativas foram encontradas quanto ao significado dado aos niimeros relativos.



Tabela 2. Desempenho de cada grupo experimental do Estudo 1

(numero de respostas corretas dentre seis).

Significado Representacio simbdlica Média Desvio padrao

Problemas diretos

Medida G1 — Representaciio implicita 4.40 1.64
G2 — Representagio explicita 2.13 1.60
Relagio G3 — Representaciio implicita 3.07 1.75
G4 — Representacio explicita 1.93 1.87

Problemas inversos

Medida G1- Representacio implicita 2.27 2.22
G2 — Representacio explicita .67 .98
Relagio G3 — Representaciio implicita 73 1.10
G4 — Representacio explicita 33 72

Tabela 3. Desempenho de cada grupo experimental do Estudo 2

(nimero de respostas corretas dentre seis).

Significado Representaciao simbdlica Média Desvio padrao

Problemas diretos

Medida G1 — Representacio implicita 3.80 1.42
G2 — Representacio explicita 1.73 1.44
Relacao G3 — Representacio implicita 2.00 1.41
G4 — Representacio explicita 1.20 1.42

Problemas inversos

Medida G1- Representacio implicita 1.73 1.16
G2 — Representacio explicita 1.20 1.37
Relacio G3 — Representagao implicita 1.33 1.63

G4 — Representacio explicita 33 .62




Quando os problemas resultavam numa medida os alunos resolveram os
problemas com muito maior facilidade do que quando os problemas resultavam em
relagdes. Os alunos tinham dificuldade em reconhecer que poderiam determinar se
haviam mais/menos bolas de gude no final do jogo (no Estudo 1) ou mais/menos pontos
no final do jogo (no Estudo 2) mesmo ndo se conhecendo quantas bolas havia na lata no
inicio ou quantos pontos o jogador possuia ao iniciar o jogo. A compreensao de que,
mesmo nao sabendo quantas bolas havia inicialmente na lata, se teria duas bolas a mais,
por exemplo, se duas bolas fossem acrescidas a lata, ndo era alcangada pela maioria dos
alunos. A mesma falta de compreensdo ocorreu quando os alunos tinham que
reconhecer que um jogador teria, por exemplo, dois pontos a menos se tivesse perdido
dois pontos no jogo, independentemente de seu escore inicial no jogo.

As propriedades invariantes também tiveram influéncia significativa no
desempenho dos participantes. Observa-se nos dois estudos que quando os participantes
resolveram problemas diretos eles apresentaram um desempenho muito superior ao
desempenho mostrado quando os problemas eram inversos. Realizar inversdes com
numeros relativos foi muito dificil para a maioria dos alunos.

Para os participantes dos dois estudos de sondagem resolver problemas por meio
de uma representacdo implicita (como a resolucdo oral na qual ndo havia necessidade de
marcar diferengas entre sinais e operacdes) foi significativamente mais facil do que
resolver problemas com representacao explicita (por meio de representagdes escritas ou
com uso de material manipulativo nas quais havia necessidade de claramente diferenciar
sinais e operagdes). Um grupo pequeno de alunos, porém, foi capaz de gerar formas
eficientes de se diferenciar os numeros positivos dos negativos — separando-os
espacialmente (colocando objetos que representavam valores positivos de um lado e os
que representavam negativos de outro lado), marcando-os com cartdes de cores
diferentes ou marcando-os por escrito distintamente (com letras ou outros sinais que
diferenciavam os positivos dos negativos).

A partir destes dois estudos de sondagem pode-se confirmar experimentalmente
que os desempenhos em problemas envolvendo o conceito de numero inteiro relativo
sdo afetados por significados dados a estes nimeros e as operagdes com estes nimeros,
pelas propriedades envolvidas na resolucdo dos problemas e pelas representagcdes
simbolicas utilizadas.

Dois estudos de intervencido que objetivavam auxiliar o desenvolvimento do
conceito de inteiro relativo

Havendo detectado precisamente, nos dois estudos de sondagem efetuados, quais
aspectos do conceito de numero relativo sdo compreendidos por alunos bem antes de
sua introducdo formal a este conceito na escola e quais as dificuldades demonstradas,
pode-se organizar estudos de intervencao que objetivavam a superacao das dificuldades
observadas. O primeiro estudo de intervengdo objetivava a superagdo da dificuldade de
representar explicitamente os numeros e de lidar com o significado de inteiro relativo
enquanto relagdo. O segundo estudo visava a superacdo da dificuldade em lidar com
problemas inversos.



Estudo 3

Participantes

Participaram do terceiro estudo 80 alunos de uma escola publica de ensino
fundamental em Londres. Esta escola era distinta das escolas nas quais foram realizados
os dois estudos anteriores.

Desenho metodolégico

Inicialmente os alunos foram individualmente pré-testados. Todas os alunos
utilizavam alguma forma de representacao explicita (escrita ou por uso de material
manipulativo colocado a disposi¢ao dos mesmos — lapis e papel, canetas coloridas, bolas
de gude, palitos, cartdes coloridos e réguas), e respondiam seis perguntas sobre medidas
e seis sobre relacdes. A partir dos resultados do pré-teste os alunos foram emparelhadas
e distribuidas em cinco grupos, conforme se pode observar na Tabela 4.

Os alunos do primeiro grupo resolveram, usando cartdes coloridos, problemas
que resultavam em medidas. Os do segundo grupo resolveram, por escrito, problemas
que resultavam em medidas. Os do terceiro grupo resolveram, usando cartdes coloridos,
problemas que resultavam em relagdes e as do quarto grupo resolveram, por escrito,
problemas que resultavam em relagdes. Os alunos do grupo controle resolveram
problemas de multiplica¢do (correspondéncia um-a-muitos) de nimeros naturais. Todos
os alunos foram testados a segunda vez (pds-teste) no dia seguinte a intervengao.

Todos os problemas resolvidos pelos alunos no pré e pos-teste envolviam seis
transformagoes, diferentemente dos estudos de sondagem nos quais os problemas
envolviam trés transformacdes. O aumento do niimero de transformacgdes objetivava
fazer os alunos sentirem a necessidade de gerar formas de explicitamente registrar os
numeros, uma vez que nao tinham como controlar e operar mentalmente com tao grande
numero de transformagoes.

Tabela 4. Os grupos experimentais do terceiro estudo.

Forma de representacio explicita

Significado Uso de cartoes Por escrito
coloridos
Medida Gl G2
Relagao G3 G4
Correspondéncia um-a-muitos GC

A interven¢do nos grupos experimentais ndo objetivava o ensino direto de
formas de representar e operar sobre os nimeros mas sim que as alunos desenvolvessem
suas formas particulares de registro e operagdo. Os alunos eram questionados sobre
formas de diferenciar numeros positivos de negativos e de operar sobre as
representacdes geradas. Quanto aos grupos que trabalhavam com o numero inteiro como
relacdo, os alunos eram questionados se precisavam necessariamente conhecer valores
iniciais para determinarem relagdes a partir de transformagdes conhecidas.



Resultados obtidos no primeiro estudo de intervencao
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Na Tabela 5 pode-se observar os resultados obtidos no terceiro estudo. Verifica-
se nesta tabela que todos os grupos inicialmente apresentavam o mesmo desempenho
nos problemas, manipula¢do obtida por meio de emparelhamento dos participantes nos

quatro grupos experimentais € no grupo de controle.

Tabela 5. Desempenho (média de acertos dentre possiveis 12) por grupo

experimental no pré e pos-teste do terceiro estudo.

Forma de instrucao

Significado Representacao Média Desvio
explicita padrio
Pré-teste
G1 - Cartdes coloridos 1.50 2.63
Medida G2 — Escrita 1.50 2.39
G3 - Cartdes coloridos 1.50 2.68
Relagdo G4 — Escrita 1.50 2.45
Correspondéncia ~ GC - Cartdes coloridos 1.50 2.53
um-a-muitos
Pos-teste
G1 - Cartdes coloridos 6.75 4.70
Medida G2 — Escrita 6.56 3.81
G3 - Cartdes coloridos 9.25 4.85
Relagao G4 — Escrita 9.81 4.15
Correspondéncia ~ GC - Cartoes coloridos 1.19 243

um-a-muitos
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ApOs uma TUnica sessao de intervengao todos os grupos experimentais
apresentaram melhoras de desempenho, e o grupo controle — como esperado — ndo
apresentou melhora significativa de desempenho no pos-teste. Observa-se, porém, que
0s grupos experimentais que trabalhavam na intervencdo com o significado de nimero
mais complexo — ou seja, a compreensao do niimero inteiro relativo enquanto relagcao —
apresentaram progressos significativamente superiores aos progressos apresentados
pelos grupos que trabalharam com o significado de nimero inteiro enquanto medida.

Quanto as dificuldades de representacgao explicita, todos os grupos experimentais
se beneficiaram da intervencao: os alunos aprenderam a diferenciar nimeros positivos
de negativos e a diferenciar sinais de numeros de sinais de operacdo aritmética.
Aprender a representar os numeros explicitamente foi facil para a maioria dos alunos,
tanto com uso de material manipulativo como por escrito. Como nas intervengdes nao se
ensinavam aos alunos formas unicas de representacdo, mas sugeria-se que 0S mesmos
pensassem em formas de diferenciagdo explicita de nimeros e de operagdes, os alunos
foram capazes de gerar variadas representacdes com 0s mesmos materiais.

Uma vez superada a dificuldade representacional, a maioria dos alunos
solucionou com muita facilidade os problemas que resultavam em medidas. Embora
inicialmente o desempenho nos problemas em que o significado dado aos numeros
relativos era relagdo foi muito baixo, durante a intervencdo a maioria dos alunos
conseguiu compreender este significado. Os alunos que discutiram o significado de
relacdo conseguiram no pds-teste resolver problemas de relagcdes ¢ de medidas. Os
alunos que discutiram o significado de medida melhoraram no pods-teste apenas nos
problemas de medidas.

Estudo 4

Participantes

Participaram do quarto estudo, o segundo estudo de intervencdo, 60 alunos da
mesma escola publica de ensino fundamental do terceiro grupo. Como o quarto estudo
foi realizado posteriormente, os participantes se distinguiam dos do terceiro estudo
embora possuissem a mesma faixa etéria e freqiientassem a mesma série escolar.

Desenho metodolégico

O quarto estudo tinha o mesmo modelo metodoldégico do terceiro estudo: pré-
teste/ intervencao/pos-teste. As dificuldades a serem trabalhadas neste quarto estudo
referiam-se a aprender a representar os nimeros e operagdes explicitamente (como no
primeiro estudo) e aprender a lidar com diferentes propriedades invariantes. No periodo
de interveng¢do os alunos participaram de um de trés grupos: G1: resolveram problemas
diretos (final desconhecido) com numeros relativos; G2: resolveram problemas inversos
(inicial desconhecido) com numeros relativos; e GC (controle): resolveram problemas
de multiplicacdo com nimeros naturais. Todos os trés grupos aprenderam a representar
os problemas explicitamente.

Apenas um valor inicial e uma transformacao eram trabalhados nos problemas.
Esta versdo simplificada dos problemas objetivava permitir que os alunos refletissem
sobre as relagdes implicitas nos problemas. Nos grupos experimentais os alunos
trabalhavam com uma tabela na qual se marcava espacialmente as transformagdes e as
medidas finais o que permitia a visualiza¢do das alunos de que o valor desconhecido era
o inicial.



Resultados obtidos no segundo estudo de intervencio
Os resultados do pré e pos-teste do Estudo 4 podem ser observados na Tabela 6.
A partir de desempenhos iniciais similares, obtidos por meio de emparelhamento, os
grupos experimentais apresentaram melhoras significativas de desempenho nos

problemas diretos do pos-teste.

Tabela 6. Desempenho por grupo experimental no pré- e pds-teste do quarto

estudo (média de respostas corretas, dentre possiveis 6).
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Forma de instrucao

Pré-teste
Média

(Desvio padrao)

Problemas diretos

Problemas inversos

G1 — Problemas 1.90 1.30

aditivos diretos (1.86) (1.26)
Numeros
inteiros G2 — Problemas 1.90 1.30

aditivos inversos (1.59) (1.22)
Numeros GC — Problemas 1.95 1.30
naturais ~ multiplicativos (1.05) (1.34)

Pés-teste
Média
(Desvio padrao)
Problemas diretos  Problemas inversos

G1 — Problemas 5.45 1.65
Numeros aditivos diretos (.89) (1.76)
inteiros

G2 — Problemas 3.20 2.45

aditivos inversos (2.33) (2.16)
Numeros GC — Problemas 1.55 1.15
naturais  multiplicativos (1.28) (1.27)
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Superada a dificuldade de representar diferentemente numeros positivos e
negativos e de diferenciar o nimero negativo da operagdo de subtragdo, a resolu¢ao de
problemas diretos ficou bem facil para muitos dos alunos. Um grupo pequeno de alunos
se beneficiou da instru¢do sobre problemas inversos. O periodo de interven¢do — uma
sessdo apenas - mostrou-se insuficiente para que os alunos viessem a compreender
melhor os problemas inversos. Os alunos que passaram a entender os problemas
inversos se beneficiaram da intervengao na qual os valores conhecidos e desconhecidos
dos problemas eram marcados em tabelas, marcando explicitamente os valores iniciais
desconhecidos, as transformagoes e os valores finais conhecidos.

Consideracoes finais:

O conjunto de resultados da presente pesquisa mostrou que o significado de
numero relativo como medida ¢ de facil compreensao por alunos muito antes do ensino
formal e que eles podem vir a entender facilmente o significado de ntimero relativo
como relacdo. Uma sessdo unica de intervencdo foi suficiente para que os alunos
refletissem sobre o significado de nimero inteiro relativo enquanto relacdo. Um bom
nimero de alunos percebeu que nio ¢ necessario conhecer o valor inicial sobre o qual
ocorrem transformacdes para que se determine se ha uma relagcdo positiva ou negativa
entre valor final e inicial, se se conhece as transformacgdes intermediarias ocorridas.

Alguns alunos sdo capazes de espontaneamente gerar representacdes explicitas
de numeros relativos e muitos podem, a partir de breve discussdo, aprender a gerar
representacdes com material manipulativo e por escrito. Este ¢ um fato surpreendente,
considerando-se que os alunos pesquisados desconheciam formas convencionais de se
representar nimeros relativos.

A dificuldade dos alunos em lidar com problemas inversos — nos quais o0s
valores iniciais sdo desconhecidos — ¢ um alerta sobre a necessidade de discutir bem
este tipo de problema — tanto com numeros naturais como com numeros relativos.
Determinar medidas iniciais a partir de transformacdes dadas e valores finais obtidos,
ndo ¢ tarefa facil para a maioria dos alunos e esta constatacdo deve levar a um maior
cuidado com este tipo de problema aditivo em sala de aula.

O sucesso das intervencdes que partiram de aspectos de mais dificil
compreensdo e que trabalharam mais de uma dificuldade por vez sugere importantes
implicagdes educacionais. Nao é necessario que o ensino se dé dos elementos mais
faceis na direcdo dos mais dificeis para que haja aprendizagem e pode-se trabalhar
multiplas dimensdes dos conceitos simultaneamente.

Os alunos, quando iniciam a aprendizagem formal de nimeros relativos ja
possuem conhecimentos em algumas dimensdes deste conceito. Torna-se necessario
investigar quais aspectos ja sdo compreendidos e quais requerem maior atengdo quando
do ensino formal. O uso de instrumentos de avaliagdo nos quais se tem claros os objetos
de conhecimento sondados e os objetivos de cada questdo, pode auxiliar os professores
num melhor diagnostico dos conhecimentos iniciais de seus alunos, das dificuldades que
persistem ap0s o ensino e de quais aspectos dos conceitos merecem especial atengcdo em
sala de aula.
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