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Bernard Bolzano (1781-1848) foi um matematico, tedlogo e filésofo de lingua
alema nascido em Praga, na Bohemia, hoje capital da Republica Tcheca. Sua obra se insere
no contexto das grandes transformacdes por que passaram a matematica e a filosofia no
século XIX, em particular com o movimento de aritmetizacdo — que transformou a
matematica— e com a tendéncia da filosofia a passar de uma abordagem epistemoldgica,
centrada no sujeito cognoscente e num discurso mental e intuitivo — que caracterizou o
periodo que vai do cartesianismo ao kantismo, chamado por Foucault (2007) de “época das
representagcdes” — para uma abordagem semantica. Esta Ultima se caracteriza por ser
centrada na necessidade de criacdo e explicitacdo de conceitos, de uma revalorizagcdo da
I6gica e nas necessidades de um discurso explicito e publico. Para os filésofos da “época
das representagdes”, como Leibniz (1646-1716), Locke (1632-1704) e Berkeley (1685-
1753), as verdades se baseavam nas relacdes entre as ideias, enquanto para alguns fil6sofos
do século XIX, como Bolzano e Frege (1848-1925), elas representam relagdes entre

proposicoes.

Bolzano foi 0 mais importante representante na Bohemia do lluminismo Catdlico,
movimento criado pelo Império Austriaco como forma se proteger do avanco dos ideais da
Revolucdo Francesa e das tropas napolednicas, mas que na Bohemia transformou-se numa
forma de combater a autoridade do Império Austriaco — que nessa época controlava o
Reino da Bohemia — e suas arbitrariedades. Bolzano deixou um importante legado
matematico, filosofico e religioso, marcado pela luta por justica e contra toda forma de
arbitrariedade. Seu lema era guiar-se, em todos os aspectos da vida pela “lei moral maior”,
que consistia em “sempre estar num caminho que promovera o bem comum” (BOLZANO,
1976).

A concepgdo de matematica de Bolzano e seus esforgos de reforma do
conhecimento sdo inseparaveis do processo de expansdo do ensino e das necessidades de
divulgacdo do conhecimento para um puablico muito mais amplo do que as pequenas
comunidades de matematicos do século XVIII. Nesta época surgiram as primeiras grandes

turmas de Engenharia. Assim, sua busca por reforma do conhecimento é inseparavel de
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aspectos de comunicacdo e linguagem, por sua vez inseparaveis de fins didaticos, e
colocaram no centro a necessidade de uma abordagem semantica da filosofia.

Por outro lado, a amplitude dos estudos empreendidos por Bolzano, bem como sua
crenca em que o conhecimento contribui para a realizacdo da justica, sdo semelhantes as
concepcdes dos lluministas do século XVIII: para ele, as diferentes areas do conhecimento
formavam uma unidade profunda, que ele tentou sistematizar em seu Wissenschaftslehre
(BOLZANO, 1981). Foi como professor de Ciéncias da Religido que ele escreveu seu
principal artigo matematico, o “Prova puramente analitica do teorema que afirma que entre
dois valores de sinais opostos existe pelo menos uma raiz real da equacdo™ em 1817 e 0
“Sobre a relagdo entre as duas ragas na Boémia” em 1816 (BOLZANO, 1989).

E no contexto da busca por eliminar toda forma de arbitrariedade e fazer justica que
deve ser compreendido o projeto de Bolzano de reconstruir os fundamentos da Matematica
com base em provas puramente analiticas, independentes da capacidade ou percepg¢do

subjetivas.

Embora haja estudos que mostrem que filésofos e matematicos do final do século
XIX como Frege (1848-1925), Cantor (1845-1918) e Weierstrass (1815-1897), e seu
contemporaneo Cauchy (1789-1857), tenham conhecido pelo menos parte de sua obra?, o
patriménio intelectual de Bolzano ndo foi gerido por seus discipulos de maneira que
conseguisse evitar que ele praticamente caisse no esquecimento no ambiente académico.
Embora na Bohemia suas ideias sociais, educacionais e religiosas tenham sido assumidas e
divulgadas por geracGes de seguidores — que chegaram a obter notavel influéncia (cf.
SKED, 2000) — o dominio do idealismo alemédo sobre a filosofia, o distanciamento de
Bolzano dos grandes centros matematicos e a incompreensao por parte dos matematicos
destes grandes centros da profundidade das propostas de Bolzano, tornaram seus escritos

de dificil acesso e aceitacdo para seus contemporaneos.

O ideal de Bolzano de uma profunda reorganizacdo de todo o conhecimento
humano so se tornaria influente na matematica, na filosofia e na linguagem, a partir da

segunda metade do século XIX, e seu nome permaneceu muito pouco conhecido nos

1 E o artigo que contém a demonstragdo do Teorema de Bolzano, cuja generalizag&o é o Teorema do Valor
Intermedidrio, ao qual nos referiremos em diversas ocasifes neste artigo, e que pode ser encontrado em
qualquer livro didatico de Calculo e de Analise Matematica.. De agora em diante, o artigo sera denominado
RB, como é o padrdo internacional de citaces de Bolzano, em referéncia as iniciais das duas primeiras
palavras que aparecem em maiusculo no titulo do artigo — Rein e Beweis).

2 A respeito dessa questdo, ver Dugac (1972, 1980), Freudenthal (1971), Sundholm (2000), Sinaceur (1973).
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grandes centros até que foi “redescoberto” por Hermann Hankel (1839-1873) e por Otto

Stolz (1842-1905). Esse Gltimo republicou em 1881 vérios de seus artigos mateméticos®.

Os filésofos viriam a conhecer a obra de Bolzano e reconhecer sua originalidade
somente quando Brentano (1824-1898), entdo colega de Robert Zimmermann® (1838-
1917) e professor de Edmund Husserl (1859-1938), realizou um seminario, na
Universidade de Viena, no inverno de 1884-1885 (LAPOINTE, 2003, p. 14) sobre o livro
de Bolzano “Paradoxos do Infinito” (1991, 1851). Tal apresentacdo fez despertar a
curiosidade de seus estudantes, em particular de Husserl e de Kazimierz Twardowski
(1866-1938), que — sob a influéncia de Bolzano — s teceu criticas a teoria da
intencionalidade de Brentano, em sua tese de habilitagdo®. Husserl, por outro lado, teria
uma “crucial inspira¢cdo” (WOODRUFF, 2007, p. 16) para a construcdo de sua
fenomenologia na concepcdo de Bolzano de que a logica trata de “proposi¢des em si”

independentes do pensamento

E por meio de Twardowski que as ideias de Bolzano viriam a influenciar a escola
polonesa de logica que ele viria a fundar, bem como a criagdo, nesta mesma escola, da
concepcao de logica como teoria formal das teorias dedutivas, o que por sua vez
influenciaria a criagdo da filosofia analitica (LAPOINTE, 2003)°.

Houve, ao longo da histéria uma série de tentativas de reeditar as obras completas
de Bolzano (HYKSOVA, 2000), mas até o final da década de 60 do século XX, surgiriam
apenas reedicdes parciais. E nesta época que viria a se realizar, sob iniciativa de Eduard
Winter e de Jan Berg, o projeto de uma edicdo completa, em 126 volumes, dos quais até

hoje foram publicados 69. Em 1991 foi criada a “Sociedade Bolzano”, e no final da década

¥ Schubring (1993) mostra que trés importantes artigos matematicos redigidos por Bolzano tiveram suas
resenhas publicadas num periédico ndo especializado ao qual os matematicos de Berlim tinham acesso; e
também que matematicos importantes da época, como Creele (1780-1855) e Abel (1802-1829) conheceram
estes artigos. No entanto, sua afirmagéo de que “pode-se deduzir... que Berlim foi um centro de recepgéo e
transmissdo do trabalho matematico de Bolzano” (1993, p. 50) ndo se sustenta, pois ndo foi encontrado
nenhum grande matematico da época que tenha citado Bolzano em uma de suas obras. O fato incontornavel,
se se pretende analisar o legado de Bolzano, € que suas ideias ndo foram assimiladas por seus
contemporaneos, e o proprio Bolzano reconhece isso, em 1817, no prefacio do RB. N&o houve fatos
significativos que possibilitassem que essa avaliagdo mudasse nos anos seguintes.

* Zimmermann havia ficado em posse de grande parte dos manuscritos de Bolzano, além de ter sido por ele
encarregado de finalizar seu GroRenlehre (Doutrina das Grandezas). No entanto, sua viragem doutrinria lhe
deixou desinteressado de continuar herdeiro da obra de Bolzano.

> “Sobre o contetdo e o objeto das representagdes” (1977).

® Devido ao fato de que Frege e diversos matematicos que conheceram a obra de Bolzano ndo o tenham
citado, a filosofia analitica e a matematica se desenvolveriam de maneira relativamente inconsciente da
heranca que receberam de Bolzano.
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de 90 comecou a ser publicado um érgéo de divulgacdo permanente das obras de Bolzano,

0 Beitrage zur Bolzano Forschung.

Nos dias atuais, a obra de Bolzano é estudada por filésofos e historiadores da
filosofia que buscam em seus escritos a histéria do combate filosofico da fenomenologia e
da filosofia analitica contra o psicologismo, as origens do debate em torno da
intencionalidade, a transformacdo da filosofia de epistemologia para a ontologia semantica,
ou ainda por educadores, fildésofos e cientistas da computagdo que buscam em sua obra —
em particular, em sua concepcdo de Abfolge (explicacdo causal ou relagdo fundamento-

consequéncia) — uma alternativa para o formalismo matematico e filosofico.

Em lingua portuguesa quase ndo ha nada publicado sobre Bolzano; no Brasil,
somente foram encontrados os trabalhos de Otte e Climaco (2010), Climaco (2007a,
2007b, 2008 e 2011), Porta (2002, 2003 e 2004, os dois primeiros em espanhol) e Cavaillés
(2012). Ha também duas dissertacGes de mestrado orientadas pelo professor Benedito
Antbnio da Silva, da PUC-SP, que abordam os estudos de Bolzano sobre o infinito e
refletem sobre ele do ponto de vista didatico. Num livro didatico de lezzi e Murakami
(2005) aparecem informacdes equivocadas e anedoticas, sob um titulo sensacionalista

(“Padre refugia-se na matematica”) numa nota historica.

Além das traducdes da obra de Bolzano para a lingua portuguesa publicadas na
dissertacdo de mestrado de Climaco (2007a), ha somente poucos trechos em portugués em
obras de historia da l6gica (KNEALE/KNEALE, 1991), histéria da matematica ou em

notas historicas de livros didaticos de matematica (AVILA, 1999).

Na Educacdo Matematica, além das dissertacbes supracitadas, existem as
publicacbes da pesquisadora mexicana Waldegg (2005), muitas delas em inglés, sobre as

implicagdes didaticas da nogéo de infinito que Bolzano desenvolveu.

O problema que se pretende abordar neste artigo é o de compreender melhor a
transformacdo da linguagem matematica ocorrida no final do seculo XVIII e inicio do
século XIX, destacar suas finalidades didaticas e — paradoxalmente — as novas dificuldades
didaticas que criou, e como se deu a relacdo destas transformagfes com aquelas que
ocorreram nas ciéncias, na filosofia e na cultura no periodo em questdo, inseparaveis por

sua vez das necessidades de comunicagao social que surgiram.

Pretende-se ainda mostrar que as transformacdes ocorridas na matematica, além de

ndo serem resultados de mera opcao dos matematicos e filosofos, ndo foram resultados da
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acao consciente de grupos de poderes ou de determinadas etnias, e sim correspondiam a
necessidades externas e internas & matematica da época, bem como se inserem no conjunto
das transformacGes pelas quais passaram elementos diversos da época: a cultura, a

industria e as ciéncias em geral.

O estudo da obra de Bolzano torna possivel compreender com bastante clareza os
fundamentos filosoficos e matematicos das transformacgdes supracitadas, pois, como
filésofo que estudava a matematica com interesses principalmente filoséficos (cf
BOLZANO, 1976), ele afirmou os principios que regiam e fundamentavam tais
transformacbes com maior clareza e consciéncia do que qualquer um de seus
contemporaneos, embora nem de longe tenha sido um dos mais produtivos matematicos da
época; também permite compreender a natureza e 0 contexto em que ocorreram tais

transformacdes.

E importante notar que quase no ha publicacdes que reflitam sobre as necessidades
educacionais e de comunicacdo que contribuiram para impulsionar as transformacdes
ocorridas na matematica na virada do século XVIII para o XIX, nem sobre seus impactos

sociais e educacionais.

O que sim existem sdo estudos sobre a Reforma da Matematica Moderna, que foi a
tentativa de levar para a sala de aula dos ensinos médio e fundamental a matematica tal
como foi desenvolvida a partir do século XIX’. Mas estas publicacdes ndo fazem, nem é
seu propésito fazé-lo, um estudo criterioso da natureza das transformacgdes estudadas no

presente artigo.

Os estudos recentes no Brasil que mais se aproximam de uma reflexdo a respeito
das transformacGes sofridas pela matematica no século XIX sdo os artigos de DIAS et al.,
(2010) e DIAS (2008). Mas estes trabalhos analisam apenas de maneira secundaria o que
sera abordado nesse artigo, pois sdo estudos sobre a histéria do ensino da matematica; e
quando tratam da questdo aqui abordada, o fazem sem realizar uma reflexdo mais
cuidadosa sobre a relacdo da aritmetizacdo com o desenvolvimento das ciéncias e
tecnologias, e terminam por julgar que o distanciamento da Matematica do senso comum
ocorrido a partir desse processo ocorreu devido a necessidades de profissionalizagdo da

matematica, que por sua vez seria consequéncia de “interesses politicos, culturais e

" Merecem destaque as publicacdes do Grupo de Pesquisa de Histéria da Educacdo Matematica da CNpQ
(GHEMAT), inspirado num projeto mais amplo que realizou trabalho semelhante em diversos paises do
mundo.
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sociais” (DIAS, 2010, p. 3). Além disso, tais artigos ignoram que, se de um lado nao é
possivel determinar que as transformagfes da matematica ocorridas no século XIX eram
inevitveis, de outro é impossivel conceber que o desenvolvimento das ciéncias e
tecnologias, bem como a Revolugdo Industrial, poderiam ter ocorrido sem que tivesse se
dado, de uma forma ou de outra, algum fendbmeno de aritmetizacdo, fundamental para
medir e prever, condi¢fes necessarias para o surgimento das ciéncias aplicadas e da grande

industria.

Para compreender a natureza da transformacdo da linguagem matematica ocorrida
nesta época, a critica que Bolzano dedicou a Kant (1724-1804) deve ser retomada, pois ela
é exemplar das transformac@es ocorridas em todas as areas do conhecimento e da cultura
do inicio do século XIX, e mostra com clareza a ruptura que comega a Se operar no inicio

do século X1X na cultura e em todas as areas do conhecimento.

Mas, afinal, que transformacdes foram estas? O que é que elas tém em comum com
aquelas ocorridas no conhecimento matematico deste periodo, que tornam a obra de

Bolzano tdo significativa e sua critica a Kant tdo exemplar?

Para responder tais questbes, é necessario retomar algumas caracteristicas da
filosofia e da matematica da “época da representagdo”, caracterizada por Foucault (2007)
como aquela em que ha uma identificagdo entre a representacdo e o conceito representado,
e pelos historiadores da filosofia como o periodo epistemologico.

A obra de Kant expressou filosoficamente varias caracteristicas desta época. Ela é,
como a de Descartes, inseparavel das transformacdes ocorridas com a Revolucéo Cientifica
dos séculos XVI e XVII, que havia feito com que a matematica se voltasse para questdes
praticas, em detrimento das especulativas. Na filosofia, cresceu a ideia de que o
conhecimento escolastico, e a logica, haviam se tornado inUteis e , incapazes de revelar
novas descobertas, ou de que a logica ja ndo tinha mais o que desenvolver (ver Descartes
(1983), Bacon (2005), Kant (2001)).

Neste periodo, a nocdo de rigor grego, bem como uma abordagem qualitativa e
estética da matematica, foram sendo substituidos por uma matematica voltada para resolver
problemas préaticos, relacionados ao comércio, a mecanica e a astronomia,

predominantemente quantitativa e voltada para a medida e a previsao.

Antes ainda do século XVI, muitos dos homens de saber j& afirmavam que o rigor

grego havia se tornado um obstaculo para o desenvolvimento de novos metodos
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cientificos. Em particular, no século XVII, o abandono desse rigor contribuiu para o forte
desenvolvimento da Matematica, sobretudo do entdo conhecido como “calculo diferencial
e integral”. No entanto, a falta de rigor gerou uma situagdo em que os proprios criadores do
calculo, Newton e Leibniz, bem como geracfes de seguidores, ndo conseguiam explicar os

fundamentos l6gicos dos mais importantes procedimentos criados.

Leibniz justificava o principio da continuidade — o segundo principio fundamental
de sua filosofia, que também ocupava um papel fundamental no calculo — por meio da
necessidade de uma analise perpetua, ou seja, a indispensabilidade do infinito potencial.
De acordo com esta concepc¢do, cada substancia individual deveria ser caracterizada pelo
seu conceito completo — pois para o racionalismo cada evento tem que ter uma causa — e
para entender esta causa seria necessaria uma analise infinita dos conceitos (0 que somente

Deus, supostamente, poderia fazer).

Leibniz acreditava que o calculo exigia explicacdes metafisicas, ao mesmo tempo
em que se apoiava em analogias com a continuidade percebida na natureza; mas as leis
matematicas da natureza ndo explicam, nem podem explicar, nada de essencial, mas
somente descrever os fatos em termos gerais. Além disso, para realizar operacfes com

derivadas, Leibniz se apoiava em conceitos geométricos.

Newton, por outro lado, compreendeu melhor o carater ndo filosoficamente
racionalista do célculo e da fisica, mas tampouco conseguiu fundamentar adequadamente o
calculo, recorrendo as nocbes de espaco e tempo, e mesmo se contradizendo (ver, por
exemplo, STRUIK, 1989).

No século XVIII, quando o célculo havia se desenvolvido e aplicado em todos 0s
ramos da Matemaética, a falta de fundamentos fez surgir novos problemas: mesmo, Euler
(1707-1783), talvez o maior matematico do século, chegou a resultados contraditorios,
como - Y.=co (ver Struik (1989) e Rusnock (1997)).

Além disso, Euler definiu fungdes continuas como aquelas possiveis de se
representar por meio de uma Unica expressao analitica, identificando a continuidade como
uma caracteristica da representacdo simbdlica da fungéo, e ndo do conceito de funcdo, que
ele ndo considerava como um objeto proprio da matematica; alguns anos depois, Kant
ainda identificava a ideia de tridngulo com a representagdo de um tridngulo particular
(CRP, A 714 B 742).
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Apesar de todas as dificuldades relativas aos fundamentos, o periodo que vai do
inicio da Revolugdo Cientifica (inicio do século XVI) até o inicio da segunda fase da
Revolucdo Industrial (inicio do século XIX), foi de uma produtividade enorme da
matematica, e foi nesta época que, pela primeira vez, ela consegue desvelar grande parte

dos fendmenos que até a Idade Média tinham seu funcionamento obscuro.

No século XIX, ocorre uma mudanc¢a qualitativa, que muda a énfase do sujeito
para o social, do particular e do empirico para o geral, da intui¢cdo para a comunicagéo e 0
conceitual. Raymond Williams (2011, p. 16-17) explica como estas mudancas se
expressaram na formacao de palavras e sua relacdo com as mudancas culturais e sociais no

periodo que ele situa entre as Gltimas décadas do século XVI1II e a primeira do século XIX:

Cinco palavras sdo 0s pontos-chave a partir dos quais esse mapa pode ser
desenhado. S&o elas inddstria, democracia, classe, arte e cultura... As
mudangas em seu uso, naquele periodo critico, revelam uma mudanca
geral nas nossas maneiras caracteristicas de pensar sobre nossa vida
comum: sobre nossas institui¢ces sociais, politicas e econémicas; sobre
0s objetivos que essas institui¢ces sdo destinadas a representar; e sobre as
relacbes com essas instituicbes e os objetivos de nossas atividades no
aprendizado, na educagao e nas artes.

A primeira palavra importante é industria e o periodo em que seu uso se
modifica é o periodo que agora chamamos de Revolug¢do Industrial.
IndUstria, antes dessa época, designava um atributo humano especifico...
nas Ultimas décadas do século XVIII, indlstria passou também a
significar... uma palavra coletiva para nossas instituicbes manufatureiras
e produtivas e para suas atividades gerais... O répido crescimento da
importancia dessas instituicbes é considerado como a criacdo de um
novos sistema que na década de 1830, é chamado pela primeira vez de
Industrialismo. Em parte, isso € o reconhecimento de uma série de
mudangas técnicas muito importantes e de seu efeito transformador nos
métodos de producdo. E também, no entanto, um reconhecimento do
efeito dessas mudangas na sociedade como um todo, que, com isso, €
igualmente transformada.

Esta transformacéo de atributos pessoais (e também de processos) em substantivos
ocorreu de maneira muito semelhante na Matematica. Otte, sequindo Marx, chamou este
processo de “objetivacdo de habilidades subjetivas” (1994), que Marx (1978) e Mumford
(1934, p. 9) mostraram que ocorreu também na producdo, pois a passagem da manufatura

para a grande industria resultou na transferéncia para a maquina de atividades que antes
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eram feitas pelo sujeito. Com essa transformacdo, aquilo que na manufatura exigia a
ferramenta e um sujeito para realizd-la, na indlstria passou a ser feito por meio de
operacOes mecanicas e independentes da presenca fisica do sujeito, que passou a ter o

papel de supervisionar e dirigir o mecanismo.

Foucault (2007, p. 346) expressa ideias semelhantes ao abordar as profundas

transformac6es ocorridas nas ciéncias, na virada do século XVII1I para o XIX:

O saber, em sua positividade, muda de natureza e de forma... Nem seria
mais exato imaginar que a gramatica geral tornou-se filologia, a histéria
natural, biologia, e a andlise das riquezas, economia politica, porque
todos esses modos de conhecimento retificaram seus métodos, se
acercaram mais de perto do seu objeto, racionalizaram seus conceitos,
escolheram melhores modelos de formalizagdo — em suma, porque se
teriam desprendido de sua pré-historia por uma espécie de auto-analise da
prépria razdo. O que mudou, na curva do século, e sofreu uma alteracéo
irreparavel foi o préprio saber como modo de ser prévio e indiviso entre o
sujeito que conhece e 0 objeto do conhecimento.

Dificil descrever em melhores palavras as transformacdes pelas quais também a
matematica passou, e assim transformou-se, no século X1X, em Matematica Pura, que tem

pouco em comum com a matematica anterior ao seculo XIX.

E nesse contexto que deve ser compreendida a critica de Bolzano a Kant, e sua
leitura de que a heranga deste ultimo tenha sido “terrivel” (1976). Kant havia afirmado, em
sua Critica da Razdo Pura, publicada pela primeira vez em 1781, que espaco e tempo sdo
“formas puras da intuigdo sensivel”, “principios da sensibilidade a priori”, “principios do
conhecimento a priori” (A 21/B 35); que a Matematica continha essencialmente juizos
sintéticos, e que seus objetos seriam construtiveis na intuicdo por meio das formas puras a
priori.

Segundo esta concepgdo, 0s conhecimentos analiticos seriam baseados na lei da
contradicdo, e Kant julgou que a aplicagcdo desta lei pressupunha que as proposi¢oes se
referem a objetos (ver Kant, A 594/B 622), ndo se preocupando com as proposi¢des em si
mesmas. Desse ponto de vista, na matematica, todo juizo analitico deveria ser baseado num

juizo sintético, e os axiomas, em particular, seriam todos sintéticos.

Bolzano concordou com estas conclusdes de Kant, com excegdo do envolvimento

da intuicdo e do papel das proposi¢des (que distinguiu radicalmente de juizos) na formacao
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do conhecimento. Para Bolzano, a matematica é essencialmente uma ciéncia de conceitos,
e ele percebeu que Kant manteve o foco da epistemologia no sujeito, 0 que ndo ajudava a
diferenciar o conhecimento da sua representacdo, nem a eliminar os conceitos de espaco e

de tempo dos fundamentos do calculo.

Mas, afinal, que caracteristicas eram essas, que tornaram a matematica do século
XI1X um saber completamente diferente da matematica dos séculos anteriores? Antes do
século XIX, a atividade matematica consistia, principalmente, em procurar métodos mais
poderosos para resolver problemas externos a ela — a maioria deles referentes a mecanica e
a astronomia — e em procurar novas aplicacdes. Os nimeros eram Vvistos como maneiras de
expressar quantidades ou da medida de grandezas®. Pelo menos até 1780, ndo havia
maiores preocupagdes dos matematicos em explicar a natureza do célculo, e publica¢des
que abordassem tal questdo quase ndo eram encontradas em periodicos cientificos. Entre
1780 e 1800, verifica-se um pequeno, e pouco significativo, aumento do nimero de tais
publicacdes (GARBINER, 1981, p. 23); nesse periodo, a solu¢do dos problemas de
fundamentos da matemaética se tornou incontorndvel, e os matematicos comegaram a
perceber, ja com Lagrange (1736-1813), a necessidade de eliminar das suas demonstracfes
analiticas o uso dos conceitos de espaco e de tempo, e 0 recurso a visualizacdo de

propriedades geométricas (cf. BOYER, 1949) nas demonstracdes.

Mas foi no inicio do século XIX que os matematicos passaram a ter a consciéncia
de que a fundamentacdo adequada da Matematica era uma exigéncia para a prépria

evolucdo e continuidade da mesma, e a questdo tomou uma forma completamente nova.

Bolzano foi o primeiro a expressar esta tendéncia com clareza e consciéncia
histérica, pois ndo apenas tinha uma sdlida formagdo matematica, como também
compreendia as questdes filoséficas que estavam em jogo, que diziam respeito a natureza
do conhecimento, da forma de representa-lo e da necessidade de considerar os objetos
matematicos como conceitos independentes de suas representacfes particulares ou de sua

aplicagéo.

Nenhum dos grandes matemaéticos de sua época compreendeu como ele a relagdo
entre os diferentes problemas de fundamentos e os abordou como uma questdo mais geral,
nem a necessidade de realizar um plano de reorganizagdo completa da matemaética, por

meio da eliminacdo dos conceitos de espaco e de tempo e de analogias com a natureza ou

8 O préprio Bolzano ainda utilizava o termo GroRe (grandeza).
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recursos metafisicos do calculo diferencial e integral; de considerar a geometria como uma
area particular da Matematica cujas afirmacGes deveriam ser provadas por meios analiticos
e aritméticos; e passar a considerar a aritmética como a parte mais geral da Matemaética
(ver Bolzano, 1905/2004). E foi assim que a Matematica ganhou sua “independéncia” das
outras ciéncias, deixando de ser o estudo das grandezas, medidas, calculos, muitas vezes
em funcdo de outras ciéncias, para tornar-se um conhecimento cujos conceitos ndo se
referem a objetos fisicos ou a atividades, mas que tem seus objetos préprios: fungoes,
derivadas, integrais, séries, sequéncias, conjuntos, etc. E foi assim também que a ideia de

uma ldgica pura e de uma filosofia da linguagem ganharam forca.

E, nesse processo, ocorreu uma nova mudanga. O centro da atividade matematica
passou a ser a nogao de prova rigorosa de suas proprias afirmagdes: o procedimento usado
por Bolzano no RB (1905/2004) — que consistia em provar algo intuitivo, ébvio, usando
conceitos analiticos e a linguagem aritmética, “num processo em que o discreto (numérico)
‘explica’ o continuo (geométrico)” (CLIMACO, 2008, p. 10) — viria a se tornar, ao longo
do século XIX, o padrdo de toda a matematica, enquanto no século XVIII os matematicos,
ou nao achavam que precisavam provar tais resultados, ou utilizavam conceitos alheios ao

calculo para tentar demonstra-los.

Os ideais de Bolzano de reorganizar a matematica numa cadeia dedutiva de
afirmacgdes hierarquicamente organizadas de acordo com a analiticidade de suas afirmagdes
seriam realizados com as obras dos grandes matematicos alemées da segunda metade do
século XIX, como Weierstrass, Dedekind (1831-1916) e Cantor. Com eles, 0s conceitos
matematicos que expressavam variacdo de fendmenos fisicos, quimicos e biolégicos
passaram a ser considerados objetos proprios da matemaética e definidos de maneira
“puramente analitica”, e 0 centro da atividade matematica passou a ser as demonstragdes e
a exploracdo das caracteristicas dos novos conceitos e objetos matematicos. E “provas
rigorosas”, a partir do século XIX, passaram a significar demonstracdes analiticas, que néo
usem geometria, nem espago, nem tempo, e sim a linguagem aritmética, a légica e,

progressivamente, a teoria dos conjuntos.

E foi assim que a Matematica, como havia ocorrido com a indUstria e a democracia,
tornou-se uma instituicdo social, e suas demonstragdes passaram a ser consideradas como
parte de um sistema hierarquico de proposi¢des, como algo comunicavel para comunidades
cada vez mais amplas, ao invés de algo que somente fornecesse certeza e conviccao de

uma pequena quantidade de especialistas. E foi assim que a mudanca nos fundamentos da
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matematica impulsionou uma transformacdo maior da filosofia, com a semantica e a
linguagem tomando o lugar da epistemologia, e 0 desenvolvimento da Idgica voltando para
o centro da atividade filosofica.

O paradoxo pedagogico que surgiu consiste em que, criado com finalidades
didaticas e para facilitar a comunicacdo, a linguagem analitica e as demonstracdes
rigorosas distanciaram a tal ponto a linguagem Matemética da linguagem natural e do
senso-comum, que se tornaram algumas das maiores dificuldades encontradas pelos
professores de Matematica da atualidade em ensinar a disciplina (sobre isso, ver, por

exemplo, Hanna, 2000).

Ficou claro, a partir do exposto, que as transformagOes que ocorreram na
matematica fazem parte de uma transformacgdo maior ocorrida em toda a sociedade, e que a
propria “profissionaliza¢do” a que se refere Dias (2008, 2010) se insere no contexto das
transformacdes sociais da época, em particular da ampliacdo dos sistemas de ensino. Mais
do que a expressao da vontade de profissionais ou sociedades cientificas para se separar do
senso comum, tais transformacGes constituiram um passo necessario da matematica para
que ela aumentasse sua capacidade de generalizacdo, bem como para o inicio de sua
difusdo em larga escala, que seria impensavel se ela tivesse permanecido prisioneira da
aplicagdo a outras ciéncias ou ao uso cotidiano que se faz dela. Por outro lado, sem essa
generalizacdo, ndo teria sido possivel que surgisse, a partir do século XIX, uma nova gama

de aplicacBes nas ciéncias naturais, nas aplicadas e na industria.

N&do se pretende negar que tenha havido, nesse processo em que a matematica
adquiriu sua “independéncia” € formou seus proprios conceitos, , uma tendéncia dos
matematicos a acreditar numa espécie de a-historicidade da matematica, que supostamente
seria a Unica area do conhecimento totalmente pura (ver, por exemplo, Dieudonné, 1990, p.
43).

Embora este ndo seja 0 objetivo deste artigo, acredita-se que também foi refutada
qualquer visdo a-historica da matematica, na medida em que demonstrou-se que a criacéo
da matematica pura foi parte de um processo histérico muito mais amplo, parte da

transformacéo da propria cultura.

E, de fato, um dos papeis mais importantes da “Filosofia da Educacdo Matematica”
€ mostrar que o desenvolvimento da matematica ndo se da sem influenciar e sem ser

influenciado pelas grandes transformacdes por que passa a sociedade.
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No entanto, ndo é reduzindo artificialmente a importancia das conquistas da
matematica pura a supostos interesses de especialistas, de povos opressores ou politicos,
que se conseguira retomar as relagcdes da matematica com suas origens; assim como néo é
reduzindo a matematica escolar ao que é intuitivo, cotidiano, ou ao que aparentemente tem
significado para o aluno, que se conseguira ajudar as criancas a compreenderem as grandes
conquistas que a Matematica realizou, como parte do desenvolvimento da sociedade e da

cultura.

N&o apenas a matematica, mas todo conhecimento formal precisa necessariamente
tomar certa distancia do senso comum para tornar-se ciéncia; e a matematica é um ramo do
conhecimento em que esta distancia é maior, e que nos Ultimos anos também tem estado
sob a mira de reformadores de curriculo que, em nome do respeito ao conhecimento
cotidiano ou cultural da crianca, defendem que a Matemaética ndo seja ensinada em sua
dimensdo abstrata. Mas, se a distancia do senso-comum for justificativa aceita para reduzir
alguma disciplina do curriculo, nenhum saber geral e abstrato poderd permanecer na

escola, o que significaria o total esvaziamento de seus objetivos.

E a obra de Bolzano mostra, inclusive, que a aritmetizacdo esteve ligada, por suas

origens, a busca iluminista por justica e contra toda forma de arbitrariedade.
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